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信号特征谱表示与平稳随机信号谱分解统一的研究 

王宏禹，邱天爽 

（大连理工大学电子信息与电气工程学部，辽宁 大连 116024） 

摘  要：深入研究了信号特征谱表示与平稳随机信号谱分解统一的关系。利用微分算子、积分算子与特征微分方

程格林函数的关系，分析了厄尔密特微分算子与厄尔密特积分算子的互逆关系，指出了特征微分方程存在与其对

应的特征积分方程，并给出了厄尔密特微分算子与厄尔密特积分算子的谱表示式，以及将这 2 种算子的谱表示统

一的一般表示式。利用对平稳随机信号谱分解的随机振幅简谐振动叠加法及希尔伯特空间酉算子法进行分析研

究，明确了信号特征谱表示与平稳随机信号谱分解的联系及数学上的统一。 
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Unified study on characteristic spectrum representation of signals  
and spectral decomposition for stationary random signals 
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Abstract: The unified relationship between the signal characteristic spectrum representation and the spectral decomposi-
tion for the stationary random signal was deeply studied. By using the relations among the differential operators, the inte-
gral operator and the Green's function of the characteristic differential equation, the inverse relationship between the 
Hermitian differential operator and the Hermitian integral operator were given, the characteristic differential equation and 
corresponding characteristic integral equation were demonstrated, and the spectral representations of both Hermitian dif-
ferential and integral operators and the general spectral representations for both operators were provided. Based on the 
superposition method of the stochastic simple harmonic vibration and the Hilbert space unitary operator method for the 
stationary random signal spectral decomposition, the connection and unification on mathematics of the signal characteris-
tic spectral representation and the stationary random signal spectral decomposition are revealed. 
Key words: Green function, Hermitian operator, differential operator, integral operator, orthogonal projection operator, 
spectral representation, unitary operator, spectral decomposition 
 

1  引言 

信号展开主要有两大类，一类是傅氏级数展

开，另一类是以正交的特殊函数为基的展开，通

常特殊函数采用的是斯图谟—刘维尔（简称斯—刘）

特征微分方程的特征函数Φ ，与Φ 相对应的特征

值 λ，称为微分方程的谱。为此，文献[1]推导出了

斯—刘问题特征值的上界估计，文献[2]则进一步研

究了特征值及特征函数的渐进估计，以及不连续斯

—刘算子的自共轭性，但迄今尚未见到该特征谱表

示的数学式。 
特征方程可以用其方程算子来表示，有 3 种方
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程算子：1) 特征矩阵方程算子，以矩阵 A 表示；

2) 特征微分方程算子，即斯—刘特征微分方程算

子，以 L 表示；3) 与 L 相对应的积分方程算子，以

K 表示。这 3 种方程算子都是厄尔密特的，故对特

征谱表示的研究，也就是对厄尔密特算子谱表示的

研究。目前，只有对有限维条件下厄尔密特特征矩

阵方程算子 A 的谱表示研究成果，该结果是由诺依

曼提出的，并由其推广成为无穷维连续情况的谱表

示，这种谱表示也称为诺依曼谱表示，解决了长期

对原子谱数学理论问题的困扰。迄今为止，无穷维

连续情况下微分算子 L 与积分算子 K 的谱表示是

什么，L 与 K 谱表示的关系又是什么，尚未见到文

献介绍。为此，本文对这一问题进行了研究。 
数学泛函分析具有高度统一性与广泛实用性，

确定性信号与平稳随机信号的一些问题可以利用

希尔伯特空间算子理论进行研究并统一起来。文献[3]
对平稳随机信号谱分解采用希尔伯特空间酉算子

法，给出其与信号特征谱表示在数学上的联系与统

一，但存在一些数学物理意义不清楚的问题。为分

析整个信号中对应每一频率的累积振幅(能量)分布

情况，文献[4]采用希尔伯特边际谱来表征信号幅值

随频率的变化。本文在此基础上对酉算子法进一步

研究，结合信号特征谱得到更为清晰的数学解释，

并给出利用与随机振幅简谐振动叠加法对比的研

究方法。此外，给出了确定性信号与平稳随机信号

两者的特征谱表示在数学上的联系与统一。信号特

征谱表示是一个反映目标微动本质的较为稳定的特

征，平稳随机信号谱分解是平稳随机信号时频分析

的有力工具。这 2 种谱表示式相似，在信号处理中

可以互相借鉴。本文利用对平稳随机信号谱分解的

随机振幅简谐振动叠加法及希尔伯特空间酉算子法

进行研究，明确了信号特征谱表示与平稳随机信号

谱分解的联系及数学上的统一，对于信号处理理论

和应用中关于谱分析的研究具有指导意义。 

2  厄尔密特算子与正交投影算子 

为了研究方便起见，先扼要介绍数学文献上的

厄尔密特算子与正交投影算子。 
在 n维线性空间 nV 中，赋予 2 个 n维矢量α与

β 的内积
1

,
n

i i
i

α β
=

=∑α β ，则称 nV 是一个酉空间,

也称为内积空间。在无穷维酉空间V 中，若每个基

本元素序列{ ( )}nf x 均收敛于V 中某一元素 ( )f x ，

即 lim{ ( )} ( )nn
f x f x

→∞
= ，则称无穷维酉空间V 是完备

的，完备的无穷维酉空间称为希尔伯特空间( H 空

间)。在H 空间中，矢量用函数表示，则矢量内积为 

 , ( ) ( )d
b

a
f g f x g x x= ∫  (1) 

在这 2 种空间中，若线性算子L 满足下列表示 

 *, , , , ,nL L V H= ∈ ∈α β α β α β α β或  

则 *L 称为 L 的共轭算子。当 *L L= 时， L 称为自共

轭算子或自伴随算子，也称为厄尔密特算子。厄尔

密特算子 L 可以表示成一组正交投影算子

( 1,2, , )iP i = ∞ 的线性组合，即 

 1

1

,

n

i i
i

i i
i

P
L

P H

λ

λ

=

∞

=

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

∑

∑

，酉空间

空间

 (2) 

式(2)中 ( 1,2, , )i iλ = ∞ 为 L 的不同特征值。正

交投影算子 iP 定义为：1) 幂等的，即 i i iPP P= ；2) 正

交的，即 0,i jPP i j= ≠ ；3) 归一化的，即
1

1
n

i
i

P
=

=∑ (对

于酉空间)，
1

1i
i

P
∞

=

=∑ (对于 H 空间)。 

3  厄尔密特矩阵算子的特征分解与谱表示 

N N× 阶厄尔密特矩阵算子 A 的特征方程为 
 , 1,2, ,i i i i Nλ= =AΦ Φ  (3) 

其中，列矢量 ( 1,2, , )i i N=Φ 称为特征解(假定特

征解为正交归一化)，相应的实数 ( 1,2, , )i i Nλ = 为

特征值。将式(3)写为矩阵形式，有 
 =AU UΛ  (4) 
其中，矩阵 1 2[ , , , ]N=U Φ Φ Φ ，Λ为一对角矩阵。

因 ( 1,2, , )i i N=Φ 是正交归一化的，则有 

 H =UU I 或 H 1−=U U  (5) 

即U 是酉矩阵，由式(4)与式(5)，得 

 H H

1

N

i i i
i

λ
=

= =∑A UΛU ΦΦ  (6) 

1) 当式(6)中特征值 iλ 按降序顺序排列时，即

1 2 Nλ λ λ≥ ≥ ≥ ，式(6)的表示称为厄尔密特矩阵

算子 A 的特征分解。对长方形矩阵，需用奇异值分

解处理。因这两者在信号处理中均有重要应用，并

为众所熟知，本文不对其详细论述。 
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2) 当式(6)中特征值 iλ 按递增顺序排列时，即

1 2 Nλ λ λ≤ ≤ ≤ 时，式(6)的表示称为厄尔密特矩

阵算子 A 的谱表示，现详细介绍如下。 
若对角矩阵 Λ主对角线上按 iλ 大小按递增顺

序处理，则 Λ是唯一确定的，可唯一地表示为如式(7)
所示的分解式。 

 1 1 2 2
1

N

N N i i
i

λ λ λ λ
=

= + + + =∑Λ Q Q Q Q  (7) 

其中， ( 1,2, , )i i N=Q 为对角阵。 ( 1,2, , )i i N=Q

的和为单位矩阵，即 

 1 2
1

N

N i
i=

= + + + =∑I Q Q Q Q   

此外， iQ 为厄尔密特幂等矩阵，因 H ,i i=Q Q  

i i i=Q Q Q ，且 iQ 是正交的，即 i j =Q Q  0，故 iQ 是

正交投影矩阵。 
现定义矩阵 iP 为 

 1, 1,2, ,i i i N−= =P UQ U  (8) 

① 因为 1 1 1
i i i i i i

− − −= = =P P UQ U UQ U UQ U P ，可

得 iP 是厄尔密特幂等矩阵；② 因为 1
i j i

−=P P UQ U  

1
j

− =UQ U 0，可得 iP 是正交的；③  因为
1

N

i
i=

=∑P  

1 1

1

N

i
i

− −

=

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U Q U UU I ，故 iP 是正交投影矩阵算子。 

将式(7)和式(8)代入式(6)，可得式(9)。 

 1 H

1 1 1
( )

N N N

i i i i i i i
i i i
λ λ λ−

= = =

= = =∑ ∑ ∑A UQ U P ΦΦ  (9) 

可得， H
i i i=P ΦΦ 。这样，厄尔密特矩阵算子 A 存

在一组正交投影矩阵算子{ }H
i i i=P ΦΦ 满足式(9)，

式(9)就是有穷维矢量空间厄尔密特矩阵算子 A
的谱表示，也称为有穷维矢量空间的诺依曼表

示式。 

4  厄尔密特微分算子与积分算子的谱表示 

4.1  特征微分方程及其谱表示 
在信号处理中，信号展开基函数所用的正交

特殊函数，均可用如式(10)所示形式微分算子 L 的

特征微分方程(斯—刘微分方程)[5]得到，如式(11)
所示。 

 d d( ) ( )
d d

L p x q x
x x
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (10) 

 L λ=φ φ  (11) 

其中， ( )p x 、 ( )q x 在所论区间都是连续的，且

( ) 0p x > ；λ 称为特征值，由无穷个 iλ 组成，它们

都是实数；与 iλ 对应的 iφ 称为特征函数，它们是正

交的，即 

 ( ) ( )d 0,
b

j ka
x x x j k= ≠∫ φ φ  (12) 

将特征值按增序排列，可得到一个无限序列

1 2, , , ,iλ λ λ 这个序列称为特征微分方程的谱。 
在满足适当边界条件下，对 2 个函数 ( )f x 与

( )g x ，式(10)所示的微分算子 L 满足如式(13)所示

的内积关系。 
 , ,f Lg Lf g=  (13) 

因此，式(10)所示的微分算子 L 是厄尔密特的。 
4.2  厄尔密特微分算子及其特征微分方程格林 
    函数的关系 

任意函数 ( )f x 可表示为正交的归一化特征函

数 ( )k xφ 的无限展开式，如式(14)所示。 

 
1

( ) ( )k k
k

f x c xφ
∞

=

=∑  (14) 

若 ( )k xφ 是正交归一化的，即 

 ( ) ( )d
b

j k jka
x x xφ φ δ=∫  (15) 

利用式(15)可得展开系数 kc 为 

 ( ) ( )d
b

k ka
c f x x xφ= ∫  (16) 

式(14)所示的 ( )f x 可以表示为以式(10)所示的

微分算子 L 的非齐次微分方程，如式(17)所示 
 ( ) ( )Lf x u x=  (17) 

的解。根据线性系统的理论， ( )u x 为系统的输入，

( )f x 为输出。根据式(11)、式(13)和式(17)，将 kg φ=

代入式(13)中，得 

 ( )d
b

k k ka
u f xφ λ φ−∫  (18) 

利用式(9)可得系数 kc 的表示式，为 

 1 ( ) ( )d
b

k ka
k

c uφ ξ ξ ξ
λ

= ∫  (19) 

将式(19)所示的 kc 代入式(14)，可得 

 1 1

( ) ( )
( ) ( ) ( )d

       ( , ) ( )d

b k k
k k a

k k k

b

a

x
f x c x u

g x u

φ φ ξ
φ ξ ξ

λ

ξ ξ ξ

∞ ∞

= =

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦

=

∑ ∑∫

∫
 

(20)
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其中， ( , )g x ξ 为 

 
1

( ) ( )
( , ) k k

k k

x
g x

φ φ ξ
ξ

λ

∞

=

= ∑  (21) 

因式(20)为输入 ( )u ξ 与输出 ( )f x 的积分形式，

故 ( , )g x ξ 是与时变系数微分算子 L 对应的线性时

变系统的格林函数[6]。当输入 0( ) ( )u x xδ ξ= − 时，

由式(20)得到输出，如式(22)所示。 

 0 0( ) ( , ) ( )d ( , )
b

a
f x g x x g x xξ δ ξ ξ= − =∫  (22) 

即对线性时变系统，格林函数 0( , )g x x 为于 0x 处施

加单位脉冲而在 x 处所得的输出 ( )f x 。由式(17)和

式(22)可得 
 0 0( , ) ( )Lg x x x xδ= −  (23) 

式(23)表明，厄尔密特微分算子 L 是其特征微

分方程格林函数 0( , )g x x 的逆算子[7]。 
4.3  积分算子方程与特征积分方程 

在数学中，积分算子 K 方程定义为 

 ( , ) ( )d
b

a
Ku K x uξ ξ ξ= ∫  (24) 

其中， ( , )K x ξ 称为核函数。根据线性系统的理论，

若 ( )u x 为输入， ( )f x 为输出，其输入与输出关系的

积分表示式应该为 

 ( ) ( , ) ( )d
b

a
f x K x uξ ξ ξ= ∫   

若 ( , )K x ξ 选择为如式(21)所示的特征微分方

程的格林函数 ( , )g x ξ ，则积分算子 K 的输入与输出

关系方程为 
 ( ) ( )f x Ku x=  (25) 

而微分算子 L 输入与输出关系的方程如式(22)
所示，将式 (25)代入式 (22)，可得 1LK = ，故当

( , ) ( , )K x g xξ ξ= 时，微分算子 L 与其相对应的厄尔

密特积分算子K 是互逆的，即 L= 1
K
，由此可得对应

的特征积分方程表示为 

 ( ) ( , ) ( )d
b

i i ia
x K xμ φ ξ φ ξ ξ= ∫  (26) 

因将
1

( ) ( )
( , ) ( , ) i i

i i

x
K x g x

φ φ ξ
ξ ξ

λ

∞

=

= = ∑ 代入式(26)

的右边项，并考虑
1

( ) ( ) ( )i i
i

x xφ φ ξ δ ξ
∞

=

= −∑ ，得 

 
1

( ) ( ) ( )
( )d ( )

b i i i
i i ia

i i i

x x
x

φ φ ξ φ
φ ξ ξ μ φ

λ λ

∞

=

= =∑∫  (27) 

其中， iμ 为特征积分方程的特征值，与对应的特征

微分方程特征值 iλ 是互逆的，即
1

i
i

μ
λ

= 。 

长期以来，人们对于如式(11)特征微分方程是

否存在与其对应的特征积分方程认识不够清晰。由

于式(11)是线性时变系数微分方程，对其采用通常

积分方法，除调和微分方程外，难以得到与其对

应的特征积分方程表示式。本文通过采用特征微

分方程格林函数 ( , )g x ξ 和特征积分方程核函数

( , )K x ξ 的关系，则可以解决这个认识不清的问题[8]。

另外，目前对特征积分方程的深入研究，只限于

其核函数 ( , )K x ξ 是可分离的或退化的，即 ( , )K x ξ =  

1
( ) ( )i i

i
f x g ξ

∞

=
∑ 这种形式，也需要得到进一步的研究

解决。 
4.4  厄尔密特微分算子与积分算子的谱表示之间

的统一关系 
根据 4.2 节的研究，厄尔密特微分算子 L 与其

格林函数 ( , )g x ξ 的关系为 ( , ) ( )Lg x xξ δ ξ= − ，当

xξ = 时，可得 

 ( , ) 1Lg x x =  (28) 

而厄尔密特微分算子 L 与其对应的厄尔密特

积分算子 K 的关系为 
 1LK =  (29) 

由式(28)与式(29)，得 K 的表示式为 

 
2

2

1 1

( )
( , ) ( )i

i i
i ii

x
K g x x x

φ
μ φ

λ

∞ ∞

= =

= = =∑ ∑  (30) 

即式(30)就是厄尔密特积分算子 K 的谱表示式，其

数学物理意义如下。 
1) 当积分算子 K 方程的核函数 ( , )K x ξ =  

( , )g x ξ 与输入 ( )u xδ ξ= − 时，由式(24)与式(25)得 

 ( ) ( , ) ( )d ( , ) ( )
b

a
K x g x x g x x K f xδ ξ ξ δ ξ ξ− = − = = =∫  

  (31) 
其中， ( )f x 为输出。 

2) 根据格林函数定义，线性时变系统的格林函

数 ( , )g x ξ 为ξ 时刻输入 ( )δ ξ 于时刻 x的输出，线性

时不变系统的格林函数 ( , )g x ξ 与时刻ξ 无关，仅与

x ξ− 有关，即 ( , ) ( )g x g xξ ξ= − 。现 ( , )g x x 应该定

义为线性时变系统于 x ξ− 时刻输入单位脉冲

( )xδ ξ− 在 x时刻的输出。 

这样，如式(30)所示的厄尔密特积分算子 K 的
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谱表示可以认为是格林函数 ( , )g x x 与 ( , )g x x 对应

的输出信号 ( )f x 的谱表示式。 
将式 (15)归一化特征函数 ( ) ( 1,2, )i x iφ = 的

0
( ) ( )di j ijx x xφ φ δ

∞
=∫ 形式表示成离散和形式，得 

 

2

1

2 2

4 2

( ) 1

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( ) ( )

i
i

i j

i j

i i

x

x x

x x

x x

φ

φ φ

φ φ

φ φ

∞

=

=

=

=

=

∑

 

(32)

 

由式(32)可知， 2 ( ) ( 1,2, )i x iφ = 是一组正交投

影算子 2 ( 1,2, )i iP iφ= = ，即满足正交投影算子 iP

应具有的 3 个性质：1) 归一化性，即
1

1i
i

P
∞

=

=∑ ；2) 正

交性，即 0i jPP = ；3) 幂等性，即 2
i iP P= 。这样，式(30)

厄尔密特积分算子K 的谱表式可改表示为 

 
1

i i
i

K Pμ
∞

=

=∑  (33) 

这种以投影算子 ( 1,2, )iP i = 表示不仅具有

一般化意义，并且谱是按一定顺序排列的意义也更

加清晰。 
由式(29)、式(32)和式(33)可得厄尔密特微分算

子 L 的谱表示式，如式(34)所示。 

 2

1 1

( )i i i i
i i

L x Pλφ λ
∞ ∞

= =

= =∑ ∑  (34) 

由式(33)与式(34)可见 L 与 K 谱表示式在数学

上的表示是相同的，因此，为了研究方便，下文对

它们统一表示为
1

i i
i

Pλ
∞

=
∑ ，但应明确 iλ 为 L 或 K 何者

的特征值。 
式(33)与式(34)是离散和或无限级数表示式，若

它们平均收敛成为一函数，可表示成为积分式。为

此，先介绍一取值为正交投影算子 iP 的函数 ( )E λ ，

其定义如式(35)所示。 

 
1

1

0,         0
( ) , 1,2, ,

,    

i

n
n

i i i
i

E i n
P

λ
λ

λ λ λ +
=

⎧
⎪= =⎨
⎪⎩
∑

≤

≤ ≤
 (35) 

由此可得 
 1( ) ( )n n nE E Pλ λ −− =  (36) 

当 ( 1,2, )i iλ = 无限接近时，可利用勒贝格积

分，即 

 1
1

( )d ( ) lim ( )[ ( ) ( )]
b

i i ia
i

f x g x f x g x g x
∞

+
=

= −∑∫  (37) 

其中， lim 表示趋向非常小的划分区间 [ 1, ],i i+  
1,2,i = 。由式(35)和式(36)可得 

 0
1

d ( )

d ( )

n
n

i
i

E P

E I

λ
λ

λ

=

∞

−∞

=

=

∑∫

∫
 (38) 

其中， I 为恒等算子。这样，式(33)与式(34)可分别

表示为 

 d ( ) d ( )L E K Eλ λ λ λ
∞ ∞

−∞ −∞
= =∫ ∫  (39) 

由式 (31)可知，对厄尔密特积分算子 K ，

( )K f x= ，因此，式(39)中 K 还可表示为输出信号

( )f x 的特征谱表示式，即 

 ( ) d ( )f x Eλ λ
∞

−∞
= ∫  (40) 

5  2 种不同谱理论在数学上的联系与统一 

谱理论分为正弦谱理论与特征谱理论（即厄尔

密特算子谱理论），前者是平稳随机信号谱理论，

也称为维纳谱理论，后者是原子谱理论，也称为诺

依曼谱理论。这 2 种谱表示式相似，可在数学上统

一起来。下面依据对平稳随机信号谱分解理论研究

方法，对其进行讨论。 
5.1  随机振幅简谐振动叠加法 

对平稳随机信号 ( )x t ，若其自相关函数 ( )xxr τ 是

周期性的，可以通过傅里叶级数展开，得到 ( )x t 的

谱分解式，如式(41)所示。 

 0j
0

2π( ) e , ,n t
n

n

x t t
T

ωξ ω
∞

=−∞

= = − ∞ < < ∞∑  (41) 

其中，T 为周期；展开系数 nξ 是正交(不相关)的随

机变量，可由式(42)确定。 

 0j2

2

1 ( )e d
T

n t
Tn x t t

T
−

−
= ∫ ωξ  (42) 

当 ( )xxr τ 是非周期的，式(41)中 nξ 不再正交，且该

式不再对每一个 t 都成立。因此，这种情况的平稳随机

信号 ( )x t 一般是不能用傅里叶级数展开得到其谱分解

的。已有证明，若 0ω 足够小，可找到一个级数 ˆ( )x t ，

如式(43)所示。 

 0jˆ( ) e n t
n

n

x t ωξ
∞

=−∞

= ∑  (43) 
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给出 ( )x t 一个比较精确的均方逼近，有 

 
0

2

0
ˆlim [| ( ) ( ) | ] 0E x t x t

ω →
− =  (44) 

即当 0 0ω → 时， ( )x t 仍可用傅里叶级数展开。

若令  

 0
1

( )
n

n
i

Z nω ξ
=

=∑  (45) 

则有 
 0 0( ) [( 1) ] nZ n Z nω ω ξ− − =  (46) 

将式(45)代入式(46)中，得 

 0j
0 0( ) { ( ) [( 1) ]}e n t

n

x t Z n Z n ωω ω
∞

=−∞

= − −∑  (47) 

上式 0 0ω → 的极限形式，即各相邻谱线间距非

常小时，可由勒贝格积分得到随机积分，如式(48)
所示。 

 0j( ) e d ( )n tx t Zω ω
∞

−∞
= ∫  (48) 

即为平稳随机信号 ( )x t 的谱分解。该式表明 ( )x t 是

由无限个频率由小到大连续变化的随机幅度简谐

振动叠加而成。 
由式(40)与式(48)，信号 ( )f x 特征谱表示与

平稳随机信号 ( )x t 的谱分解相对应的关系如表 1

所示。 
由表 1 可见，信号 ( )f x 特征谱表示与平稳随机

信号 ( )x t 谱分解在数学表示上相同，因此，可将它

们统一起来。 
5.2  酉算子法 

为了更清楚地了解平稳随机信号谱分解的酉

算子法，先介绍研究它的广义调和分析法。 
5.2.1  广义调和分析法 

平稳随机信号是功率型信号，是不存在傅里叶

变换的，需要用广义变换进行调和分析研究。平稳

随机信号 ( )x t 的广义变换定义为 

 
1 2j j

1 2
e e( ) ( ) ( )d

j

t t

Z Z x t t
t

ω ω

ω ω
− −∞

−∞

−
− =

−∫  (49) 

设 1 2,ω ω ε ω ω ε= + = − ，由式(49)可得 

 
j j

j e e( ) ( ) e ( )d
j

t t
tZ Z x t t

t

ε ε
ωω ε ω ε

−∞ −

−∞

−
+ − − = ∫  (50) 

这样， ( ) ( )Z Zω ε ω ε+ − − 是过程
2 ( )sin( )x t t

t
ε

的傅里叶变换，即 

 1

sin( ) ( ) ( )( )
2

F

F

t Z Zx t
t −

+ − −ε ω ε ω ε
ε ε

 (51) 

由式(51)可得 

 jsin( ) ( ) ( )( ) e d
2

tt Z Zx t
t

ωε ω ε ω ε ω
ε ε

∞

−∞

+ − −
= ∫  (52) 

令 0ε → ，式(52)的左侧项趋于 ( )x t ，右侧项虽

然 ( )Z ω 不可微，但可写为斯蒂尔吉斯(J. J. Stieltjes)
积分，即对 ( )x t 的谱分解式，如式(53)所示。 

 j( ) e d (tx t Zω ω
∞

−∞
= ∫ ） (53) 

下面，从线性时不变系统的输入输出关系对广

义变换进行研究。理想带通线性系统如图 1 所示，

系统函数如式(54)所示。 

 
1 2

1 21,
( )

0,
Hω ω

ω ω ω
ω

⎧
= ⎨
⎩

≤ ≤

其他
 (54) 

 
图 1  理想带通线性系统 

它的脉冲函数
1 2

( )h tω ω 为 

 
1 2

1

1 2
2

j j
j e e( ) e d

j

t t
th t

t

ω ωω ω
ω ω ω

ω
−−

= =∫  (55) 

表 1 f(x)特征谱表示与 x(t)谱分解式相对应的关系 
序号 确定性信号 f(x) 对应关系 平稳随机信号 x(t) 

1 信号 ( )f x 特征谱表示式 ( ) d ( )f x Eλ λ
∞

−∞
= ∫  ↔  平稳随机信号 ( )x t 谱分解式 0j( ) e d ( )n tx t Zω ω

∞

−∞
= ∫  

2 特征谱 λ  ↔  正弦频谱 0je n tω  

3 正交投影算子 iP  ↔  正交展开系数 iξ  

4 正交投影算子函数
1

( )
n

n i
i

E Pλ
=

=∑  ↔  正交投影系数函数 0
1

( ) i
i

Z nω ξ
∞

=

=∑  

5 E 函数增量的极限 1 1( ) 0, ( ) ( ) d ( )n n n nE E Eλ λ λ λ λ− −− → − =  ↔  正交展开系数函数增量的极限 0 0 00, ( ) [( 1) ] d ( )Z n Z n Zω ω ω ω→ − − =
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当 ( )x t 输入此线性系统时，其输出
1 2

( )y tω ω 为 

 
1 2

1 2

j ( ) j ( )e e( ) ( )d
j( )

t t

y t x
t

ω τ ω τ

ω ω τ τ
τ

− − − −∞

−∞

−
=

−∫  (56) 

当 0t = 时，有 
1 2

1 2

j j

1 2
e e(0) ( )d ( ) ( )

j
y x Z Z

− −∞

−∞

−
= = −

−∫
ωτ ω τ

ω ω τ τ ω ω
τ

 (57) 

即 ( )x t 的广义变换相当 ( )x t 输入理想带通线性时不

变系统式(54)的输出于零时刻的结果，由于 ( )x t 输

入的是理想带通线性系统，可无失真地得到 x(t)的
输出，因此 

 
1 2 1 2 1 2(0) (0) ( ) ( )y x Z Zω ω ω ω ω ω= = −  (58) 

对于理想全通线性系统，可视为由图 2 所示的

系列理想带通线性系统所组成，如式(59)所示。 

 
图 2  理想全通线性系统组成 

 
0 0 0(0) (0) { ( ) [( 1) ]}n

n n

x x Z n Z nω ω ω
∞ ∞

=−∞ =−∞

= = − −∑ ∑  

  (59) 
当 0 0ω → 时，式(59)可表示为 

 (0) d ( )x Z ω
∞

−∞
= ∫  (60) 

由式(46)与式(48)得 

 
00 0( ) [( 1) ] (0)n nZ n Z n x ωω ω ξ− − = =  (61) 

应注意，为了表示方便起见，将
0 0( 1) , (0)n nx ω ω− 简

写为
0
(0)nx ω ，而当 0 0ω → 时，

0
(0)nx ω 由式(61)容易

得出如式(62)所示的正交关系。 

 
0 0

0 0 0

0 ( 1)

1

{[ ( ) [( 1) ]][ [( 1) ]
[( 2) ]]} [ (0) (0)]

                [ ] 0, 1,2,
n n

n n

E Z n Z n Z n
Z n E x x

E n
ω ω

ω ω ω
ω

ξ ξ
−

−

− − − −

− =

= = =

 

(62)

 

根据上述研究，可对平稳随机连续信号 ( )x t 的

谱分解式(48)的物理意义做进一步说明为， ( )x t 是

由无限个不同频率(即连续变化频率)互相正交随机

幅度的复正弦波叠加而成，各不同频率复正弦波的随

机幅度
0 0 0(0) ( ) [( 1) ],n nx Z n Z nωξ ω ω= = − − 0( 0,ω →  

1,2, )n = ，而 (0) d ( )x Z ω
∞

−∞
= ∫ 。 

5.2.2  酉算子法 
现有文献对平稳随机过程的希尔伯特空间的

介绍，仅限于由具有二阶矩随机变量 x 与 y 的内积

,x y 定义的，即 

 *, [ ]x y E x y=  

因此，本文改由为离散时间平稳随机信号 ( )x k
谱分解的研究。若 ( )x k 是零均值的，其自相关函数

( )xxr m 为 

 ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )xxr m E x k x k m x k x k m= + = +  (63) 

即 ( )xxr m 只依赖时移m ，而与时间 k 无关。 
目前在数学文献中，只见到对酉空间 nV 中酉算

子 L 的介绍，其定义为 
 , ,L L =α β α β  (64) 

其中，α、 β 为 nV 空间中任意 2 个矢量。对平

稳随机过程的希尔伯特空间，尚未见到其酉算子U
的明确介绍，本文套用式(64)定义来研究。由式(63)
可知 ( )xxr m 与时间 k 无关，只依赖时移m ，因此，

平稳随机过程元素 ( )x k 可以认为由时移算子U 递

推产生的，即 

 
0 0

2

( ) ( ) ( 1), ( ) ( 1)
( ) ( 2), , ( ) ( )m

U x k x k U Ux k x k
U x k x k U x k x k m

= = = +

= + = +
 

( )xxr m 可表示为 

( ) ( ), ( ) ( ), ( )

         ( ), ( )
xx

l l

r m x k x k m x k l x k m l

U x k U x k m

= + = + + +

= +
 
(65)

 

因此，时移算子U 满足式(65)定义，是酉算子。

此外，由于 ( )xxr m 是偶函数，即 

 
( ) ( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( ), ( )

m
xx xx

m

r m x k U x k r m

x k m x k U x k x k

= = −

= + =
 

(66)
 

U 算子还符合厄尔密特算子定义的要求，可将

其表示为如式(67)所示的酉算子谱表示式。 

 
π j

π

1 e d ( )
2π

k kU uω ω
−

= ∫  (67) 

当 0k = 时， 0 1U = ，表明 0U 是恒等算子，于

是可得 

 
π π

π π

1 1d ( ) ( )d
2π 2π

u u
− −

=∫ ∫ω ω ω  (68) 
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式(68)表明 ( )u ω 是理想全通线性系统或理想

全通滤波器，可将其视为由一系列理想带通滤波器

所组成，如图 2 所示。在酉算子谱表示中，理想带

通滤波器
0
( )nu ω ω (为

0 0( 1) , ( )n nu ω ω ω− 的简写， 1,2,n = )

系列就是正交投影算子
0
( ), 1,2,n nP u nω ω= = 系

列，因为它们满足正交投影算子的要求，即 0,n n iP P − =  

2

1

, 1n n n
n

P P P
∞

=

= =∑ 。 

对离散平稳随机信号 ( )x k ，可用时移算子 U 递

推来研究，即 ( ) (0)kx k U x= ，而用U 算子谱表示来

研究，可得出 ( )x k 的谱表示式，下面就来推导。 

 
π j

π

(0)( ) (0) e ( )d
2π

k kxx k U x uω ω ω
−

= = ∫  (69) 

为了解清楚起见，将上式写成离散和形式 

 0

0 0

j1( ) e ( ) (0)
2π

n k
n n

n n
x k u xω

ω ωω
∞ ∞

=−∞ =−∞

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑  (70) 

因
0
( )nu ω ω 是理想带通滤波器，只能将同一频段

的
0
(0)nx ω 无失真地输出，于是，由式(70)得 

 0

0

j1( ) e (0)
2π

n k
n

n

x k xω
ω

∞

=−∞

= ∑  (71) 

利用式(59)并将其写成连续形式，得 ( )x k 的谱

分解式，如式(72)所示。 

 
π j

π

1( ) e d ( )
2π

kx k Zω ω
−

= ∫  (72) 

另外，将式(60)代入式(69)，也可得出式(72)为 
π πj

π π

π πj

π π

π j

π

1 1( ) (0) e d ( ) d ( )
2 2π

1 1       e d ( ) d ( )
2π 2π
1       e d ( )
2π

k k

k

k

x k U x u Z

Z u

Z

ω

ω

ω

ω ω
π

ω ω

ω

− −

− −

−

= =

=

=

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

(73)

 

由上述研究，在离散平稳随机信号 ( )x k 的自相

关函数研究中，引入时移算子U ，该算子成为随机

变量希尔伯特空间的酉算子。这个酉算子的谱表示

与函数希尔伯特空间微分算子 L 与积分算子 K 的

谱表示相似，其中U 与 L 或 K 对应， je ω 与λ对应，

通过这种联系，可将信号特征谱表示与平稳随机信

号谱分解在数学上统一起来。 

6  2 种信号特征谱表示的联系与统一 

确定性信号 ( )f x 与平稳随机信号 ( )x t 均有其各

自的信号特征展开与特征谱表示，因此存在全似在数

学上是否有联系及统一的问题。平稳随机信号的特

征展开与特征谱表示已有研究，即为人们所熟知的

卡—洛展开[9-10]，直接给出平稳随机信号与确定性信

号特征展开及特征谱表示的关系，如表 2 所示。 
由表 2 可见，确定性信号 ( )f x 与平稳随机信号

( )x t 的特征展开与特征谱表示在数学上表示相同，

它们可统一起来。 

7  结束语 

特征微分方程的格林函数 ( , )g x ξ 在信号特征

展开与特征谱表示研究中具有重要的意义与作用，

解决了正交多项式的斯—刘微分方程没有与其对

应的特征积分方程的问题。本文的 ( , )g x x ，其意义

为线性时变系统于 x ξ− 时刻输入单位脉冲而在 x

时刻所得的输出。 
特征微分算子L 与 ( , )g x x 的关系为 ( , ) 1Lg x x = ，

即 L 为 ( , )g x x 的逆算子。当特征积分算子方程的核

函数 ( , ) ( , )K x g xξ ξ= 时，特征积分算子 K 与特征微

分算子 L 的关系为 1LK = ，即 L 与 K 是互逆关系。 
特征微分算子 L 与特征积分算子 K 均是厄尔

表 2 2 种信号特征展开与特征谱表示的关系 

序号 名称 确定性信号 ( )f x  ↔  平稳随机信号 ( )x t  

1 特征展开 
1

( ) ( )i i
i

f x c xφ
∞

=

=∑  ↔  
1

( ) ( ), 0i i
i

x t y t t Tφ
∞

=

=∑ ≤ ≤  

2 展开系数 
0

( ) ( )di ic f x x xφ
∞

= ∫  ↔  
0

( ) ( )d
T

i iy x t t tφ= ∫  

3 
归一化 
正交特征函数 0

( ) ( )di j ijx x xφ φ δ
∞

=∫  ↔  
0

( ) ( )d
T

i j ijt t tφ φ δ=∫  

4 特征积分方程 
0

( ) ( , ) ( )di i jx K x xλφ ξ φ ξ
∞

= ∫  ↔  
1 1 2 2 20

( ) ( , ) ( )d
T

i i jt K t t t tλφ φ= ∫  

5 核函数 ( , ), ( , )K g x g xξ ξ= 为格林函数  ↔  1 2 1 2( , ), ( , )xx xxk r t t r t t= 为自相关函数  

6 谱表示 
1

( , ) ( ) ( )i i j
i

g x x xξ λφ φ
∞

=

=∑  ↔  1 2 1 2
1

( , ) ( ) ( )xx i i j
i

r t t t tλφ φ
∞

=

=∑  

注： ( 1, 2, )iy i = 为随机变量， 2[ ]i iE y λ=   
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密特的，厄尔密特算子 L 与 K 的谱表示可统一

为离散和形式和连续函数形式，即 L 或 K =  
2

1 1
i i i i

i i

Pλφ λ
∞ ∞

= =

=∑ ∑ 和 L 或 d ( )K Eλ λ
∞

−∞
= ∫ 。 

对平稳随机信号 ( )x t 的谱分解 ( )x t = 0je d ( )n t Z
∞

−∞∫
ω ω ，

利用与随机振幅简谐振动叠加法的对比及对文

献[3]提出的酉算子法做进一步研究，得出与信号

特征谱表示相同的数学表示式，从而可将两者统

一起来。 
由此可见，确定性信号与平稳随机信号两者的

特征谱表示明显地存在数学上的统一关系，这对于

深化对信号谱分析本质的理解有重要意义。 
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